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Standardmodell jenseits von Störungstheorie

Die Feldgleichungen des Standardmodells haben nicht-perturbative Lösungen
Diese Lösungen liefern mögliche Erklärungen für beobachtete, nicht-perturbative
Phänomene und führen zu Vorhersagen neuer Effekte

Zwei derartige Lösungen sind:

Das Instanton I [Belavin, Polyakov, Schwarz & Tyupkin (1975)]
der Quantenchromodynamik (eine SU(3) Yang-Mills-Theorie)

Das Sphaleron S [Klinkhamer & Manton (1984)] des elektroschwachen
Standardmodells (eine SU(2)× U(1) Yang-Mills-Higgs-Theorie)
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Sphaleronen und Anomalien

Anomalie: Brechen einer Symmetrie der klassischen Theorie durch Quanteneffekte

Beispiel: Die Axialvektor-Anomalie

Die (Fermion-)Lagrangedichte der Quantenelektrodynamik:

LF = ψ(iγµ∂µ − eγµAµ)ψ

ist invariant unter der Transformation: ψ → eiαγ5ψ

Aus dem Noethertheorem folgt der erhaltene Strom:

j5µ = ψγµγ5ψ

Die Erhaltung dieses Stroms wird jedoch durch Quanteneffekte verletzt!

∂µj5µ =
e2

16π2
FµνFσρεµνσρ
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Sphaleronen und Anomalien

Manche Anomalien können durch die Wechselwirkung von Fermionen mit einem
Sphaleronhintergrundfeld erklärt werden

Dies führt zu einer wesentlichen Verbindung zwischen Anomalien und
Sphaleronen:

Abelsche Axialvektor-Anomalie ⇐= Sphaleron S
[Adler, Bell & Jackiw (1969)] [Klinkhamer & Manton (1984)]

Nichtpertubative Anomalie ⇐= Sphaleron S∗

[Witten (1982)] [Klinkhamer (1993)]

Nicht-Abelsche Axialvektor-Anomalie ⇐= Sphaleron Ŝ
[Bardeen (1969)] [Klinkhamer & Rupp (2005)]
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SU(3) Yang-Mills-Higgs-Theorie

Das Ŝ existiert in SU(N) Yang-Mills-Higgs-Theorien mit N ≥ 3

SU(3) Yang-Mills-Higgs-Theorie, mit einem komplexen skalaren Triplett Φ:

L =
1
2

tr FµνFµν + (DµΦ)†(DµΦ)− λ
(

Φ†Φ−
v2

2

)2

,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + g [Aµ,Aν ], Dµ = ∂µ + gAµ, Aµ(x) = Aa
µ(x)T a, T a = λa/(2i).

Wir suchen nach einer statischen Lösung der zugehörigen Feldgleichungen:

[
Di ,Fij

]
= g

(
Φ†T a (Dj Φ

)
−
(
Dj Φ

)† T aΦ
)

T a,

Di Di Φ = 2λ
(

Φ†Φ−
v2

2

)
Φ.
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Randbedingungen der Feldgleichungen

Forderung einer Lösung endlicher Energie:

Am(r →∞) = −
1
g

U(x)
(
∂mU(x)−1

)
, U(x) ∈ SU(3)

Φ(r →∞) =
v
√

2
U(x)

 1
0
0


Forderung einer regulären Lösung:

Am(r → 0) = 0, Φ(r → 0) = 0

Entscheidender Schritt: Finden des richtigen U(x)

Hier helfen Einsichten in die Topologie des Konfigurationsraumes der Felder
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Ansatz

Das Ŝ ist axialsymmetrisch und invariant unter Reflektion am Äquator

Der folgende Ansatz [3] löst 16 der 27 Feldgleichungen direkt:

gAr (r , θ, φ) = 0,

gAφ(r , θ, φ) =α1(r , θ) cos θTρ + α2(r , θ)Vρ − α3(r , θ) cos θUρ + α4(r , θ)
λ3

2i
+ α5(r , θ)

λ8

2i
,

gAθ(r , θ, φ) =α6(r , θ) Tφ + α7(r , θ) cos θ Vφ − α8(r , θ)Uφ,

Φ(r , θ, φ) =
v
√

2
[β1(r , θ)λ3 + β2(r , θ) cos θ 2iTρ + β3(r , θ) 2iVρ]

 1
0
0



[Wir nutzen hier eine su(3)-Basis aus T-,V- und U-Matrizen, sowie den Gell-Mann-Matrizen λ3, λ8.]

Es bleiben 11 partielle Differentialgleichungen in r und θ, welche es zu lösen gilt
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Beispielgleichung

Eine der 11 gekoppelten Differentialgleichungen:

r2 sin θ cos θ∂2
r α1 + sin θ cos θ∂2

θα1 −
3
2
∂θα1 +

1
2

cos 2θ ∂θα1 − sin θ cos θα1α
2
6

−
1
4

sin θ cos3
θα1α

2
7 −

1
4

sin θ cos θα1α
2
8 −

1
4

g2r2v2 sin θ cos θα1β
2
1

−
1
4

g2r2v2 sin θ cos3
θα1β

2
2 − sin θ∂θα2α8 −

3
4

sin θ cos θα2α6α7 −
1
2

sin θα2∂θα8

+
1
2

cos θα2α8 −
1
4

g2r2v2 sin θ cos θα2β2β3 − sin θ cos2
θ∂θα3α7 +

3
4

sin θ cos θα3α6α8

−
1
2

sin θ cos2
θα3∂θα7 + cos θα3α7 −

1
2

cos 2θ cos θα3α7 −
1
4

g2r2v2 sin θ cos θα3β1β3

+ 2 sin θ∂θα4α6 + sin θα4∂θα6 − cos θα4α6 −
1
2

√
3 sin θ cos θα5α7α8

−
g2r2v2 sin θ cos θα5β1β2

2
√

3
+ sin θ∂θα6 − cos θα6 +

3
2

sin θ cos θα7α8

+
1
2

g2r2v2 sin θ cos θβ1β2 = 0
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Numerische Lösung

Die reduzierten Feldgleichungen können nur an den Rändern analytisch gelöst
werden

Wir nutzen 2 verschiedene Methoden um die volle Lösung anzunähern:

Explizites Lösen der reduzierten Feldgleichungen

Minimierung der statischen Wirkung
(Extremum der Wirkung löst die Feldgleichungen)

Beide Methoden liefern ähnliche Feldkonfigurationen und Energien
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Pascal Nagel – Numerische Lösung des Sphalerons Ŝ in SU(3) Yang-Mills-Higgs-Theorie 21.07.2017 9/12



Einige Ansatzfunktionen der Ŝ-Lösung
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ẑ

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

β1

x̂

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

ẑ
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Abb.: Auszug der Ŝ-Ansatzfunktionen [ x̂ = gvr
1+gvr sin θ, ẑ = gvr

1+gvr cos θ ]
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Energiedichte und Energie des Ŝ
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Abb.: Energiedichte der Ŝ-Lösung, beliebig skaliert.
Rotationssymmetrie um die z-Achse.

Ŝ-Energie mit einem skalaren
Triplett und λ/g2 = 0:

EŜ ≈ (1.35± 0.03)

[
4πv

g

]

Ŝ-Energie mit 3 skalaren
Tripletts und λ/g2 = 1:

EŜ ≈ (6.01± 0.02)

[
4πv

g

]
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Zusammenfassung

Es wurde zum ersten Mal eine wohldefinierte Lösung des Sphalerons Ŝ bestimmt

Diese Lösung trägt zur Vervollständigung eines konsistenten Bildes von
Anomalien bei

Die niedrige Energie des Ŝ deutet darauf hin, dass die zugehörigen Prozesse
kaum unterdrückt sind

Die Energiebarriere des Ŝ mit einem skalaren Triplett hat eine unerwartete
Struktur. Ist das Ŝ möglicherweise meta-stabil?

Trägt das Sphaleron Ŝ zur nicht-perturbativen Dynamik des Standardmodells bei?
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Backup

Ŝ-Abbildung:

U(θ, φ) =


cos2 θ − cos θ sin θ eiφ sin θ e−iφ

− cos θ sin θ eiφ sin2 θ e2iφ cos θ

− sin θ e−iφ − cos θ 0



su(3)-Basis:

Tφ = sinφ
λ1

2i
+ cosφ

λ2

2i

Vφ = − sinφ
λ4

2i
+ cosφ

λ5

2i

Uφ = − sin(2φ)
λ6

2i
+ cos(2φ)

λ7

2i

Tρ = cosφ
λ1

2i
− sinφ

λ2

2i

Vρ = cosφ
λ4

2i
+ sinφ

λ5

2i

Uρ = cos(2φ)
λ6

2i
+ sin(2φ)

λ7

2i
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